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6 îŒòÿÆðÿ 2004 ª.
—àææìàòðŁâàþòæÿ ìåòîäß ïðŁÆºŁæåííîªî âß÷ŁæºåíŁÿ îïðå-
äåºåííßı Łíòåªðàºîâ, ÷Łæºåííîªî ðåłåíŁÿ îÆßŒíîâåííßı äŁô-
ôåðåíöŁàºüíßı óðàâíåíŁØ. ˇðŁâîäÿòæÿ ŒðàòŒŁå òåîðåòŁ÷åæŒŁå
æâåäåíŁÿ, íåîÆıîäŁìßå äºÿ ïðàâŁºüíîªî ïðŁìåíåíŁÿ ðàææìàòðŁ-
âàåìßı ìåòîäîâ. ˇîäðîÆíî ðàçÆŁðàåòæÿ ðÿä çàäà÷, ïðåäºàªàåìßı
æòóäåíòàì 2-ªî Œóðæà ôŁçŁ÷åæŒîªî ôàŒóºüòåòà íà ïðàŒòŁ÷åæŒŁı










ïî ôîðìóºå ˝üþòîíà  ¸åØÆíŁöà. ´ òåı æºó÷àÿı, Œîªäà ïåðâîîÆðàç-
íàÿ ôóíŒöŁÿ F(x) íå ìîæåò Æßòü âßðàæåíà ÷åðåç ýºåìåíòàðíßå
ôóíŒöŁŁ ŁºŁ f(x) çàäàíà â âŁäå òàÆºŁöß, Łæïîºüçóþò ïðŁÆºŁæåí-
íßå ìåòîäß âß÷ŁæºåíŁÿ îïðåäåºåííßı Łíòåªðàºîâ. —àææìîòðŁì
íåæŒîºüŒî òàŒŁı ìåòîäîâ.
1.1. Ìåòîäß ºåâßı, ïðàâßı,
æðåäíŁı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ
˛ïðåäåºåííßØ Łíòåªðàº (1.1), æîªºàæíî åªî ªåîìåòðŁ÷åæŒîìó
æìßæºó, ÷Łæºåííî ðàâåí ïºîøàäŁ S ŒðŁâîºŁíåØíîØ òðàïåöŁŁ,
îªðàíŁ÷åííîØ îæüþ àÆæöŁææ, äâóìÿ ïðÿìßìŁ x = a Ł x = b Ł ªðà-
ôŁŒîì ôóíŒöŁŁ y = f (x) (ðŁæ. 1).


























ïðÿìßå, ïàðàººåºüíßå îæŁ îðäŁíàò (æì. ðŁæ. 1). ˇºîøàäü S Æóäåò
ðàâíà æóììå ïºîøàäåØ n ýºåìåíòàðíßı ŒðŁâîºŁíåØíßı òðàïåöŁØ:




 +  + s
n
. (1.4)
×òîÆß íàØòŁ ïðŁÆºŁæåííîå çíà÷åíŁå ïºîøàäŁ S â ïðàâîØ ÷à-
æòŁ ðàâåíæòâà (1.4), çàìåíŁì æóììó ïºîøàäåØ n ŒðŁâîºŁíåØíßı
òðàïåöŁØ æóììîØ ïºîøàäåØ n ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ (ðŁæ. 2). ´ßæîòó
i-ªî ïðÿìîóªîºüíŁŒà Æóäåì æ÷Łòàòü ðàâíîØ çíà÷åíŁþ ôóíŒöŁŁ f (x)

























Ôîðìóºà (1.5) íàçßâàåòæÿ ôîðìóºîØ ºåâßı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ.
¯æºŁ â Œà÷åæòâå âßæîòß i-ªî ïðÿìîóªîºüíŁŒà ïðŁ íàıîæäåíŁŁ
ïðŁÆºŁæåííîªî çíà÷åíŁÿ S Æðàòü çíà÷åíŁå ôóíŒöŁŁ f (x) íà ïðà-











































˙àìåòŁì, ÷òî åæºŁ ôóíŒöŁÿ f (x) âßïóŒºà ââåðı íà îòðåçŒå Łí-






Òåïåðü ïðŁ íàıîæäåíŁŁ ïðŁÆºŁæåííîªî çíà÷åíŁÿ S â Œà÷åæòâå











































































ÑåðåäŁíà ïåðâîªî îòðåçŒà îïðåäåºŁòæÿ ôîðìóºîØ 
2
01 xx + , âòîðî-
ªî 
2
12 xx + , n-ªî 
2








( 11201 −++++++≈= nn xxfhxxfhxxfhSJ

































Òîªäà ïðàâàÿ ÷àæòü ïðŁÆºŁæåííîªî ðàâåíæòâà çàïŁłåòæÿ â âŁäå
(1.7)
Ôîðìóºà (1.7) íàçßâàåòæÿ ôîðìóºîØ æðåäíŁı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ.
1.2. Ìåòîä òðàïåöŁØ
˚ðŁâîºŁíåØíóþ òðàïåöŁþ ïºîøàäŁ S ðàçäåºŁì, ŒàŒ Ł â ïðåäß-
äóøŁı æºó÷àÿı, íà n ŒðŁâîºŁíåØíßı òðàïåöŁØ (æì. ðŁæ. 1).




+  + s
n
.
´åðıíŁå Œîíöß îòðåçŒîâ, ïàðàººåºüíßı îæŁ îðäŁíàò, ïîæºåäî-
âàòåºüíî æîåäŁíŁì ïðÿìßìŁ ºŁíŁÿìŁ (ðŁæ. 5). ÒàŒŁì îÆðàçîì, ìß
çàìåíŁì ŒðŁâîºŁíåØíßå òðàïåöŁŁ ïðÿìîºŁíåØíßìŁ. ˛æíîâàíŁÿ
i-Ø òðàïåöŁŁ ðàâíß æîîòâåòæòâåííî f (x
i  1
) Ł f (x
i
















































Ôîðìóºà (1.9) íàçßâàåòæÿ ôîðìóºîØ òðàïåöŁØ.








ÒàŒ æå, ŒàŒ Ł ðàíåå, ðàçäåºŁì ŒðŁâîºŁíåØíóþ òðàïåöŁþ ïºî-
øàäŁ S íà n ýºåìåíòàðíßı ŒðŁâîºŁíåØíßı òðàïåöŁØ æ ïîìîøüþ









Ìåòîä ÑŁìïæîíà îæíîâàí íà çàìåíå ÷àæòåØ ŒðŁâîØ y = f (x) íå ïðÿ-
ìßìŁ, ŒàŒ Æßºî â ìåòîäàı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ Ł òðàïåöŁØ, à äóªàìŁ
ïàðàÆîº, îæŁ Œîòîðßı ïàðàººåºüíß îæŁ OY.
ˇåðåíåæåì íà÷àºî ŒîîðäŁíàò â òî÷Œó a, æîıðàíÿÿ íàïðàâºåíŁå
îæåØ. ˇî æóòŁ, ýòî çàìåíà ïåðåìåííîØ. ´îçüìåì ó÷àæòîŒ ŒðŁâîØ




] (ðŁæ. 6). ˇºîøàäü äâóı







×àæòü LKM ŒðŁâîØ y = f (x) æì. ðŁæ. 6) çàìåíŁì ÷àæòüþ ïàðàÆî-
ºß, îæü ŒîòîðîØ ïàðàººåºüíà îæŁ OY. ÓðàâíåíŁå ïàðàÆîºß





























˚îýôôŁöŁåíòß a, b Ł c îïðåäåºŁì òàŒ, ÷òîÆß ïàðàÆîºà ïðîıî-











































Ñ äðóªîØ æòîðîíß, Łç æŁæòåìß (1.10) æºåäóåò, ÷òî âßðàæåíŁå


































ÀíàºîªŁ÷íßå æîîòíîłåíŁÿ ìîªóò Æßòü çàïŁæàíß äºÿ æºåäóþ-
øŁı ïàð ŒðŁâîºŁíåØíßı òðàïåöŁØ. ¯æºŁ ÷Łæºî n ýºåìåíòàðíßı
ŒðŁâîºŁíåØíßı òðàïåöŁØ ÷åòíîå, n = 2k, òî ïºîøàäü S ìîæíî ïðåä-

































Ôîðìóºà (1.12) íàçßâàåòæÿ ôîðìóºîØ ÑŁìïæîíà. ˙àìåòŁì, ÷òî ÷Łæºî
îòðåçŒîâ n, íà Œîòîðîå â äàííîì æºó÷àå ðàçÆŁò îòðåçîŒ ŁíòåªðŁðî-
























1.4. ˇîªðåłíîæòü Œâàäðàòóðíßı ôîðìóº
ÑîîòíîłåíŁÿ äºÿ æòðîªîØ îöåíŒŁ ïîªðåłíîæòŁ





  íåŒŁå ÷Łæºà. ÑîîòíîłåíŁå (1.13) íàçßâàåòæÿ Œâàäðàòóð-
íîØ ôîðìóºîØ, åªî ïðàâàÿ ÷àæòü  ŒâàäðàòóðíîØ æóììîØ. ´ çàâŁ-
æŁìîæòŁ îò æïîæîÆà âß÷ŁæºåíŁÿ ŒâàäðàòóðíîØ æóììß ïîºó÷àþòæÿ
ðàçíßå ìåòîäß ïðŁÆºŁæåííîªî ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ  ïðÿìîóªîºüíŁ-
Œîâ, òðàïåöŁØ, ÑŁìïæîíà Ł ò. ä. Òî÷ŒŁ x
i
 íàçßâàþòæÿ óçºàìŁ, a ÷Łæºà
α
i
  âåæîâßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ (âåæàìŁ) ŒâàäðàòóðíîØ ôîðìóºß.
ˇîªðåłíîæòü ïðŁ âß÷ŁæºåíŁŁ Łíòåªðàºà ïî ŒâàäðàòóðíîØ ôîð-
ìóºå ðàâíà






ˇîªðåłíîæòü ïðŁ ŁíòåªðŁðîâàíŁŁ íà îòðåçŒå [a; b] ìîæíî ïðåä-























ii dxxfr  ªäå σi  âßðàæåíŁå, æîîòâåòæòâóþøåå Œâàäðàòóð-




]. —àçºîæŁì ôóíŒöŁþ f(x) â ðÿä ÒåØ-














































æòâóåò ïåðâîìó æºàªàåìîìó â ïðàâîØ ÷àæòŁ ôîðìóºß (1.14). ˇî-
ýòîìó
(1.15)
ˇîªðåłíîæòü íà âæåì îòðåçŒå [a; b] Æóäåò ðàâíà
ªäå )(max2 xfM bxa ′′= ≤≤   ìàŒæŁìàºüíîå çíà÷åíŁå ìîäóºÿ âòîðîØ ïðî-
ŁçâîäíîØ ôóíŒöŁŁ f(x) íà îòðåçŒå [a; b]. ÒàŒŁì îÆðàçîì, ïîªðåł-








ÀíàºîªŁ÷íî ìîæíî ïîºó÷Łòü äºÿ ìåòîäà òðàïåöŁØ
(1.17)
ìåòîäà ºåâßı (ïðàâßı) ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ
(1.18)

















































































  ìàŒæŁìàºüíßå çíà÷åíŁÿ ìîäóºÿ ïåðâîØ Ł ÷åòâåðòîØ
ïðîŁçâîäíîØ ôóíŒöŁŁ f (x) íà îòðåçŒå [a; b].
ˇðŁ âßâîäå æîîòíîłåíŁÿ (1.17) äºÿ ìåòîäà òðàïåöŁØ ïîºó÷à-
åòæÿ âßðàæåíŁå äºÿ ïîªðåłíîæòŁ íà i-ì îòðåçŒå:
¨ç æðàâíåíŁÿ ýòîªî âßðàæåíŁÿ æ æîîòíîłåíŁåì (1.15)  ïî-
ªðåłíîæòüþ íà i-ì îòðåçŒå â ìåòîäå æðåäíŁı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ,
æºåäóåò, ÷òî ïîªðåłíîæòü ìåòîäà òðàïåöŁØ Łìååò äðóªîØ çíàŒ
Ł ïðŁÆºŁçŁòåºüíî âäâîå Æîºüłå ïî ìîäóºþ. ˇîýòîìó ìîæíî çà-




)2( òðàïæð.ïð JJJ +≈ (1.20)
ˇîªðåłíîæòü R çàâŁæŁò îò łàªà ðàçÆŁåíŁÿ h Ł Łìååò âŁä
R = O( hr)
(R åæòü O Æîºüłîå* îò hr ïðŁ h → 0). ˇîŒàçàòåºü æòåïåíŁ r íàçßâà-
þò ïîðÿäŒîì òî÷íîæòŁ äàííîªî ìåòîäà (äàííîØ ŒâàäðàòóðíîØ
ôîðìóºß).
ÑîîòíîłåíŁÿ (1.16)(1.19) äàþò æòðîªóþ îöåíŒó ïîªðåłíîæòŁ,
íî Łı ìîæíî ïðŁìåíÿòü, Œîªäà æóøåæòâóþò Ł ìîªóò Æßòü âß÷Łæ-
ºåíß æîîòâåòæòâóþøŁå ïðîŁçâîäíßå ïîäßíòåªðàºüíîØ ôóíŒöŁŁ.
ˇîýòîìó íà ïðàŒòŁŒå ÷àæòî Łæïîºüçóåòæÿ æïîæîÆ ïðŁÆºŁæåííîØ
îöåíŒŁ ïîªðåłíîæòŁ  ìåòîä äâîØíîªî ïåðåæ÷åòà (ìåòîä —óíªå),
íå æâÿçàííßØ æ âß÷ŁæºåíŁåì ïðîŁçâîäíßı.
Ó÷åò ïîªðåłíîæòåØ Œâàäðàòóðíßı ôîðìóº
ìåòîäîì äâîØíîªî ïåðåæ÷åòà (ìåòîä —óíªå)
˜ºÿ ïîªðåłíîæòŁ ìåòîäà æðåäíŁı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ íà i-ì ýºå-
ìåíòàðíîì îòðåçŒå ìß çàïŁæßâàºŁ
¯æºŁ îòðåçîŒ [a; b] ðàçÆŁòü íà 2n ÷àæòåØ, ïîºó÷Łì
































`óäåì æ÷Łòàòü, ÷òî çíà÷åíŁÿ ïðîŁçâîäíîØ f ″(x) ìàºî ìåíÿþò-












































































































ÑîîòíîłåíŁå (1.24) äàåò ïðŁÆºŁæåííóþ îöåíŒó ïîªðåłíîæòŁ
çíà÷åíŁÿ J
2n
, ïîºó÷åííîªî ïî ôîðìóºå æðåäíŁı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ.
˜ºÿ ïîºó÷åíŁÿ òàŒîØ îöåíŒŁ ðàæ÷åò íåîÆıîäŁìî ïðîâåæòŁ äâàæäß:
æ ðàçÆŁåíŁåì îòðåçŒà ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ íà n ÷àæòåØ Ł íà 2n ÷àæòåØ.
ÀíàºîªŁ÷íßå îöåíŒŁ æóøåæòâóþò äºÿ äðóªŁı Œâàäðàòóðíßı
































ˇî æîîòíîłåíŁÿì (1.24)(1.27) îöåíŁâàåòæÿ ïîªðåłíîæòü çíà-
÷åíŁÿ J
2n
: íàïðŁìåð, Łç ôîðìóºß (1.27) äºÿ ìåòîäà ÑŁìïæîíà æºå-
äóåò, ÷òî ÷Łæºî âåðíßı çíàŒîâ çíà÷åíŁÿ J
2n
 íà åäŁíŁöó Æîºüłå















ïðŁ ϕ = 360 Ł k = 0,754710.
— å ł å í Ł å. ´îæïîºüçóåìæÿ ìåòîäîì ÑŁìïæîíà. ´îçüìåì n = 4.
ˇîæŒîºüŒó a = 0, b = 360, ,90=−=
n












´ß÷ŁæºåíŁÿ ïðŁâåäåíß â òàÆº. 1.




























˛öåíŁì ïîªðåłíîæòü ýòîªî ðåçóºüòàòà ìåòîäîì —óíªå. ˜ºÿ ýòî-
ªî ïðîâåäåì âß÷ŁæºåíŁÿ ïðŁ n = 2, âçÿâ òî÷ŒŁ æ i = 0, 2, 4. ˇðŁ


























ˇðŁìåð 2. ´ß÷ŁæºŁòü ïî ôîðìóºå òðàïåöŁØ Ł ôîðìóºå ÑŁìï-












Ł îïðåäåºŁòü ïîªðåłíîæòü âß÷ŁæºåíŁØ ïðŁ n = 10.














) ïðŁâåäåíß â òàÆº. 2.














Ñäåºàåì òî÷íóþ îöåíŒó ïîªðåłíîæòŁ ïî ôîðìóºàì (1.19)




























˝à îòðåçŒå [a; b] = [0; 1] âòîðàÿ Ł ÷åòâåðòàÿ ïðîŁçâîäíßå ôóíŒ-























































































¨æıîäÿ Łç ôîðìóºß òðàïåöŁØ (1.9), Łìååì
20 21

















— å ł å í Ł å. ¨ææºåäóåì ôóíŒöŁþ f(x), äºÿ ýòîªî ïîæòðîŁì åå





˙àìåòŁì, ÷òî íà îòäåºüíßı ÷àæòÿı îòðåçŒà ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ ìîæ-
íî ïðŁìåíÿòü ðàçºŁ÷íßå Œâàäðàòóðíßå ôîðìóºß.
Ñîªºàæíî ªðàôŁŒó, îòðåçîŒ ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ öåºåæîîÆðàçíî ðàç-













˚àæäßØ Łç Łíòåªðàºîâ âß÷ŁæºŁì ïî ôîðìóºå ÑŁìïæîíà ïðŁ æîîò-
âåòæòâóþøåì ðàçÆŁåíŁŁ n. ˇðŁ ýòîì n Æåðåì òåì Æîºüłå, ÷åì
Æßæòðåå Łçìåíÿåòæÿ ôóíŒöŁÿ íà äàííîì îòðåçŒå. ´îçüìåì íà ïåð-
























Ò à Æ º Ł ö à  3

























































































Ôîðìóºà ˚îòåæà ïîºó÷àåòæÿ ïóòåì çàìåíß ïîäßíòåªðàºüíîØ
ôóíŒöŁŁ ŁíòåðïîºÿöŁîííßì ìíîªî÷ºåíîì ¸àªðàíæà æòåïåíŁ n.
Óçºß ŁíòåðïîºÿöŁŁ ïðŁ ýòîì çàäàþòæÿ ðàâíîîòæòîÿøŁìŁ Ł ÿâºÿ-
þòæÿ óçºàìŁ ŒâàäðàòóðíîØ ôîðìóºß. ´åæîâßå ŒîýôôŁöŁåíòß ïðŁ
çàäàííßı óçºàı îïðåäåºÿþòæÿ òàŒ, ÷òîÆß ôîðìóºà ÿâºÿºàæü òî÷-
íîØ äºÿ ìíîªî÷ºåíîâ æòåïåíŁ ≤ n  1.
ˇðŁ âßâîäå ŒâàäðàòóðíîØ ôîðìóºß ×åÆßłåâà, íàïðîòŁâ, íà-
Œºàäßâàþòæÿ îªðàíŁ÷åíŁÿ íà âåæîâßå ŒîýôôŁöŁåíòß; îíŁ ïîºà-
ªàþòæÿ ðàâíßìŁ ìåæäó æîÆîØ. ˇðŁ ýòîì óçºß Ł âåºŁ÷Łíà, Œîòî-
ðîØ ðàâíß ŒîýôôŁöŁåíòß, îïðåäåºÿþòæÿ òàŒ, ÷òîÆß ôîðìóºà Æßºà
òî÷íîØ äºÿ ìíîªî÷ºåíîâ æòåïåíŁ ≤ n  1.
´ ŒâàäðàòóðíîØ ôîðìóºå ˆàóææà óçºß Ł âåæîâßå ŒîýôôŁöŁ-
åíòß îïðåäåºÿþòæÿ òàŒ, ÷òîÆß ïðŁ çàäàííîì ÷Łæºå óçºîâ îíà ÿâ-
ºÿºàæü òî÷íîØ äºÿ ìíîªî÷ºåíîâ ìàŒæŁìàºüíî âßæîŒîØ æòåïåíŁ
(≤ 2n  1).
´ ŒâàäðàòóðíîØ ôîðìóºå ×åÆßłåâà âæå âåæîâßå ŒîýôôŁöŁåí-
òß ðàâíß ìåæäó æîÆîØ. ˇîýòîìó îíà äàåò íàŁÆîºåå îÆîæíîâàííßå
ðåçóºüòàòß ïðŁ âß÷ŁæºåíŁŁ Łíòåªðàºîâ îò ôóíŒöŁŁ f(x), íàØäåí-
íîØ ýŒæïåðŁìåíòàºüíî, Œîªäà âåðîÿòíîæòü ïîªðåłíîæòŁ Œàæäîªî
ŁçìåðåíŁÿ îäíà Ł òà æå. ˜åØæòâŁòåºüíî, â ýòîì æºó÷àå íåò îæíîâà-
íŁØ ðàçºŁ÷íßì çíà÷åíŁÿì f(x
i
) ïðŁïŁæßâàòü ðàçºŁ÷íßå âåæà, ŒàŒ,
íàïðŁìåð, â ôîðìóºå ÑŁìïæîíà, ªäå ïåðâîå Ł ïî-æºåäíåå çíà÷åíŁÿ
Æåðóòæÿ æ âåæîì 1, âæå ïðîìåæóòî÷íßå íå÷åòíßå çíà÷åíŁÿ  æ âå-
æîì 4, à ÷åòíßå  æ âåæîì 2.
˚âàäðàòóðíàÿ ôîðìóºà ˚îòåæà
ˇóæòü äàí Łíòåªðàº
ˇðåîÆðàçóåì ïåðåìåííóþ òàŒ, ÷òîÆß ïðåäåºß ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ
ÆßºŁ 0 Ł 1. Ñäåºàåì çàìåíó
x = a + (b  a) z.
Òîªäà
dx = (b  a) dz,
ïðŁ x, ðàâíîì a, z Æóäåò ðàâåí 0,
ïðŁ x, ðàâíîì b, z Æóäåò ðàâåí 1,
òîªäà







Ýòî ïðåîÆðàçîâàíŁå ðàâíîæŁºüíî òîìó, ÷òî íà÷àºî ŒîîðäŁíàò
ïåðåíåæåíî â òî÷Œó à Ł äºŁíà îòðåçŒà ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ [a; b] ïðŁ-
íÿòà çà 1.





òîªäà ŒîîðäŁíàòß òî÷åŒ äåºåíŁÿ Æóäóò
x
0
 = a, x
1
 = a + h, x
2
 = a + 2h, , x
n  1
 = a + (n  1)h, x
n
 = b.
ÑîîòâåòæòâóþøŁå Łì çíà÷åíŁÿ z ðàâíß






























ïðîıîäÿøóþ ÷åðåç âßłåóŒàçàííßå n + 1 òî÷åŒ ŒðŁâîØ y = f(x). ˇðŁ-
ìåíŁì ŁíòåðïîºÿöŁîííóþ ôîðìóºó ¸àªðàíæà, ïðŁ ýòîì âìåæòî ïå-





































































































˙àìåíŁì ïºîøàäü ïîä ŒðŁâîØ y = f (x) ïºîøàäüþ ïîä ŒðŁâîØ Y,


















































































































































































































Ł çàäàâàÿ n, ìîæíî âß÷ŁæºŁòü ŒîýôôŁöŁåíòß ,0nÑ  ,
1
nC  ..., .
n
nC
Òîªäà ôîðìóºà (**) ïðŁìåò âŁä











 = a + h, x
2
 = a + 2h, , x
n
 = b, Ł .
n
abh −=  Ôîðìóºà
(1.28) íîæŁò íàçâàíŁå ôîðìóºß ˚îòåæà.
´ß÷ŁæºŁì ŒîýôôŁöŁåíòß Ñ
n
i ïðŁ íåæŒîºüŒŁı çíà÷åíŁÿı ÷Łæºà

































Ýòî ôîðìóºà òðàïåöŁØ ïðŁ ðàçÆŁåíŁŁ n = 1, ò. å. âæÿ ŒðŁâîºŁíåØíàÿ
òðàïåöŁÿ çàìåíÿåòæÿ îäíîØ ïðÿìîºŁíåØíîØ.



















































































i äºÿ n = 3, 4, 5,  ìîªóò Æßòü âß÷Łæºåíß
































ÒàÆºŁöà ŒîýôôŁöŁåíòîâ ôîðìóºß ˚îòåæà äî n = 10 ïðŁâåäåíà
â ïðŁºîæåíŁŁ. ˙àìåòŁì, ÷òî â ðåçóºüòàòå çàìåíß ïåðåìåííîØ,
Œîòîðàÿ Æßºà æäåºàíà â íà÷àºå âßâîäà ôîðìóºß ˚îòåæà, ŒîýôôŁ-
öŁåíòß Ñ
n
i íå çàâŁæÿò îò ïðåäåºîâ ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ a Ł b. ´ ïðî-
òŁâíîì æºó÷àå Ñ
n
i ïðŁłºîæü Æß ŒàæäßØ ðàç âß÷Łæºÿòü äºÿ îïðå-
äåºåííßı a Ł b.
28 29
˚âàäðàòóðíàÿ ôîðìóºà ×åÆßłåâà
¨íòåðïîºÿöŁîííàÿ ôîðìóºà ¸àªðàíæà äàåò âîçìîæíîæòü æî-
æòàâŁòü ìíîæåæòâî ïðŁÆºŁæåííßı ôîðìóº âŁäà










  ÷Łæºà ìåæäó a Ł b . ˜åØæòâŁòåºüíî, çàäàâ óçºß
ŁíòåðïîºÿöŁŁ íà îòðåçŒå [a; b] ïðîŁçâîºüíßì îÆðàçîì Ł çàìåíŁâ
ïîäßíòåªðàºüíóþ ôóíŒöŁþ ïîºŁíîìîì ¸àªðàíæà æòåïåíŁ n, ïî-




















˛äíàŒî âß÷Łæºÿòü ŒîýôôŁöŁåíòß C
i
 ïî ýòîØ ôîðìóºå òðóäíî.









 Ł ŁæŒàòü æîîòâåòæòâóþøŁå Łì óçºß. ˇðŁ ýòîì
ŒîýôôŁöŁåíòß C
i
 çàäàþòæÿ òàŒ, ÷òîÆß ôîðìóºà Æßºà ŒàŒ ìîæíî







 = = C
n
,
òîªäà ôîðìóºà (1.29) ïðŁìåò âŁä




˝åîÆıîäŁìî îïðåäåºŁòü âåºŁ÷Łíó C
n







 . Ôîðìóºà (1.31) ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ ïðŁÆºŁæåííîå ðàâåí-
æòâî, Œîòîðîå îÆðàøàåòæÿ â òî÷íîå, åæºŁ ôóíŒöŁÿ f(x)  ìíîªî÷ºåí









. ×òîÆß ýòŁ âåºŁ÷Łíß íå çàâŁæåºŁ îò ïðåäåºîâ ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ

























Ñºåäîâàòåºüíî, äàííàÿ çàìåíà æâîäŁò âß÷ŁæºåíŁå âæÿŒîªî Łí-







—àææìîòðŁì òàŒîØ Łíòåªðàº. ˇðŁÆºŁæåííîå ðàâåíæòâî















x3 +  + a






























ˇðàâóþ ÷àæòü ôîðìóºß (1.32), ó÷Łòßâàÿ, ÷òî ôóíŒöŁÿ  ìíî-

































































































































































































ÒàŒŁì îÆðàçîì, îïðåäåºåí ŒîýôôŁöŁåíò C
n















Ñîæòàâºåíß òàÆºŁöß çíà÷åíŁØ óçºîâ ïðŁ ðàçºŁ÷íßı ŒîºŁ÷å-
æòâàı óçºîâ n â ôîðìóºå ×åÆßłåâà (1.34) (òàÆº. 4):






x1 = x3 = 0,707107
x2 = 0
x1 = x4 = 0,794654
x2 = x3 = 0,187592






˙íà÷åíŁÿ óçºîâ äî n = 9 ïðŁâåäåíß â ïðŁºîæåíŁŁ.
¯æºŁ ïðåäåºß ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ a Ł b, ôîðìóºà ×åÆßłåâà ïðŁ-
íŁìàåò âŁä


































. ˆàóææ ïðåäºîæŁº âß-
Æðàòü Łı òàŒ, ÷òîÆß ïðŁ äàííîì ÷Łæºå óçºîâ n ýòà ôîðìóºà äàâàºà













 îïðåäåºŁòü òàŒ, ÷òîÆß ôîðìóºà
Æßºà òî÷íîØ äºÿ ìíîªî÷ºåíîâ ìàŒæŁìàºüíî âßæîŒîØ æòåïåíŁ (æòå-









x3 +  + a
2n  1 
x2n  1. (1.36)
˙àìåòŁì, ÷òî ïðŁ òîì æå ÷Łæºå óçºîâ n ôîðìóºß ˚îòåæà Ł ×åÆß-
łåâà âåðíß äºÿ ìíîªî÷ºåíîâ, æòåïåíü Œîòîðßı íå âßłå n  1.
ˇðŁ âßâîäå ôîðìóºß ˆàóææà ïðåäïîºîæŁì, ÷òî ïðåäåºß Łí-







óçºß Æóäóò íàØäåíß, ŒîýôôŁöŁåíòß C
i
 ìîæíî Æóäåò âß÷ŁæºŁòü
ïî ôîðìóºå (1.30).
ˇóæòü åæòü ôóíŒöŁÿ
F(x) = xn + A
1 
xn  1 + A
2 
xn  2 +  + A





























x3 +  + a
2n  1 
x2n  1
æòåïåíŁ 2n  1, äºÿ Œîòîðîªî ïðŁÆºŁæåííîå ðàâåíæòâî (1.35) äîº-
æíî âßïîºíÿòüæÿ òî÷íî






âæåªäà ìîæíî ðàçäåºŁòü íà ìíîªî÷ºåí F(x) æî æòåïåíüþ n. ˛Æî-
çíà÷Łâ ÷àæòíîå ÷åðåç Q(x) Ł îæòàòîŒ ÷åðåç R(x), çàïŁłåì òîæäå-
æòâî
f(x) = F(x) Q(x) + R(x), (1.38)


















,   x = x
2
,   ,   x = x
n
ôóíŒöŁÿ F(x) îÆðàøàåòæÿ â íóºü. ˇîýòîìó ðàâåíæòâî (1.37) ïðŁ-
ìåò âŁä



















Ñ äðóªîØ æòîðîíß, ìíîªî÷ºåí R(x) æòåïåíŁ n  1, ò. å. íŁæå 2n  1,
ïîýòîìó ýòî æå ðàâåíæòâî (1.37) äîºæíî âßïîºíÿòüæÿ òî÷íî Ł äºÿ
ìíîªî÷ºåíà R(x):












ÝòŁì ðàâåíæòâîì ìíîªî÷ºåí F(x) âïîºíå îïðåäåºÿåòæÿ. ˜åØæòâŁ-
òåºüíî, ïîæŒîºüŒó ïðŁ çàïŁæŁ òîæäåæòâà (1.38) ïðåäïîºàªàºîæü,
÷òî f (x) ïðîŁçâîºüíßØ ìíîªî÷ºåí æòåïåíŁ 2n  1, òî Ł Q(x)  ïðî-
ŁçâîºüíßØ ìíîªî÷ºåí æòåïåíŁ n  1:
Q(x) = b
0 
xn  1 + b
1 












































ˇîäæòàâŁâ â ýòŁ ðàâåíæòâà
F(x) = xn + A
1 
xn  1 + A
2 
xn  2 +  + A
n  1 
x + A
n











˛ïðåäåºŁâ Łç ýòŁı óðàâíåíŁØ ŒîýôôŁöŁåíòß A, æîæòàâŁì ôóíŒ-








˙íàÿ ŒîðíŁ, âß÷ŁæºŁì ŒîýôôŁöŁåíòß Ñ ïî îÆøåØ ôîðìóºå (1.30).

































































Òî÷íî òàŒ æå ïîºó÷Łì Ñ
2
 = 1.
Óçºß Ł ŒîýôôŁöŁåíòß (âåæà) ôîðìóºß ˆàóææà âß÷Łæºåíß äºÿ
ðàçºŁ÷íßı n.
´ îÆøåì æºó÷àå, åæºŁ ïðåäåºß Łíòåªðàºà a Ł b, ôîðìóºà ˆàóæ-
æà ïðŁíŁìàåò âŁä
( ) [ ].)(...)()()( 2211 nn
b
a
XfAXfAXfAabdxxf +++−=∫   (1.40)
´ òàÆº. 5 ïðŁâåäåíß óçºß Ł ŒîýôôŁöŁåíòß ôîðìóºß ˆàóææà
äºÿ ïðåäåºîâ Łíòåªðàºà
a = 0, b = 1,
ïðŁ Œîòîðßı ôîðìóºà ˆàóææà Æóäåò











Ł çíà÷åíŁÿ àðªóìåíòà x Æóäóò



















˙íà÷åíŁÿ sin x ïðŁâåäåíß â òàÆº. 6.
Ò à Æ º Ł ö à  6
¯æºŁ Łíòåªðàº Łìååò ïðåäåºß a Ł b, âß÷ŁæºåíŁÿ âåäóòæÿ
ïî ôîðìóºå (1.40). ˇðŁ ýòîì
X
i







 Æåðåòæÿ Łç òàÆºŁöß.











ïî ïðŁÆºŁæåííßì ôîðìóºàì  òðàïåöŁØ, ÑŁìïæîíà, ×åÆßłåâà,
ˆàóææà.
— å ł å í Ł å
1. Ôîðìóºà òðàïåöŁØ

























































































´ß÷ŁæºŁì òîò æå Łíòåªðàº, ïðŁìåíŁâ ôîðìóºó ×åÆßłåâà






 îïðåäåºÿþòæÿ ïî ôîðìóºå












































































 âß÷Łæºÿþòæÿ ïî ôîðìóºå
X
i































































































































Ôîðìóºß ×åÆßłåâà Ł ˆàóææà ïðŁ âäâîå ìåíüłåì ÷Łæºå óçºîâ
äàþò Æîºåå òî÷íßå ðåçóºüòàòß, ÷åì ôîðìóºà òðàïåöŁØ. ˙àìåòŁì,
÷òî ôîðìóºà ×åÆßłåâà ïðŁ ŒîºŁ÷åæòâå óçºîâ n = 5 äàåò òàŒîØ æå
ðåçóºüòàò, ŒàŒ ôîðìóºà ÑŁìïæîíà ïðŁ n = 10. —åçóºüòàò, íàŁÆîºåå
ÆºŁçŒŁØ Œ òî÷íîìó, îÆåæïå÷Łâàåò ôîðìóºà ˆàóææà. ˇîªðåłíîæòü






















  ìàŒæŁìóì ìîäóºÿ 2n-Ø ïðîŁçâîäíîØ ïîäßíòåªðàºüíîØ
ôóíŒöŁŁ f (x) íà îòðåçŒå ŁíòåªðŁðîâàíŁÿ [a; b].
˝àŁÆîºüłóþ òî÷íîæòü â äàííîì ïðŁìåðå îÆåæïå÷Łºà ôîðìóºà
ˆàóææà. ˛äíàŒî ýòî íå âæåªäà Łìååò ìåæòî. —àææìîòðŁì æºåäóþ-
øŁØ ïðŁìåð.
ˇðŁìåð 5. ˜àíà ôóíŒöŁÿ
F(x) = (63x5  70x3 + 15x)2.








¯æºŁ äºÿ ïðŁÆºŁæåííîªî âß÷ŁæºåíŁÿ ýòîªî Łíòåªðàºà ïðŁìå-





F(x) = (63x5  70x3 + 15x)2






























ˇóæòü äàíî äŁôôåðåíöŁàºüíîå óðàâíåíŁå ïåðâîªî ïîðÿäŒà
y′ = f (x, y) (2.1)




 (çàäà÷à ˚îłŁ). —åłåíŁåì ýòîªî
óðàâíåíŁÿ ÿâºÿåòæÿ ôóíŒöŁÿ y(x)  òàŒàÿ, ÷òî
y′(x) = f (x, y(x)) (2.2)





Òî÷íßå ìåòîäß ïîçâîºÿþò íàØòŁ àíàºŁòŁ÷åæŒŁØ âŁä ôóíŒöŁŁ
y(x), à â òåı æºó÷àÿı, Œîªäà ýòî íåâîçìîæíî ŁºŁ òðóäíî, Łæïîºüçó-
42 43
þòæÿ ÷Łæºåííßå ìåòîäß, äàþøŁå ðåłåíŁå çàäà÷Ł â âŁäå òàÆºŁöß





















Œîòîðßå ðàçÆŁâàþò îòðåçîŒ íà n ÷àæòåØ. ˇðîŁíòåªðŁðóåì îÆå ÷àæ-




























˜ºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ Łíòåªðàºà â ïðàâîØ ÷àæòŁ ðàâåíæòâà (2.3) Łæ-
ïîºüçóþòæÿ ðàçºŁ÷íßå ïðŁÆºŁæåííßå ìåòîäß. ´ß÷ŁæºŁì ýòîò
Łíòåªðàº, íàïðŁìåð, Łæïîºüçóÿ ìåòîä ºåâßı ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ. ˇðŁ



































Ł ò. ä. ˇðŁÆºŁæåííîå çíà÷åíŁå y(x) â òî÷Œå x
i + 1



































Ôîðìóºà (2.5) ïîçâîºÿåò ïîæºåäîâàòåºüíî íàıîäŁòü ïðŁÆºŁæåí-
íßå çíà÷åíŁÿ ôóíŒöŁŁ y
 









ìåòîä ðåłåíŁÿ äŁôôåðåíöŁàºüíîªî óðàâíåíŁÿ íàçßâàåòæÿ ìåòî-
äîì ÝØºåðà.

















) h + O(h2)  [y(x
0




)] = O( h2). (2.6)
¨ç æîîòíîłåíŁÿ (2.6) âŁäíî, ÷òî ºîŒàºüíàÿ ïîªðåłíîæòü 
íà îäíîì łàªå  åæòü O(h2). ˇîæºå n łàªîâ æóììàðíàÿ ïîªðåłíîæòü
∆
S




ˇîýòîìó ìåòîä ÝØºåðà  ìåòîä ïåðâîªî ïîðÿäŒà òî÷íîæòŁ ïî h .
Ñóøåæòâóþò ðàçºŁ÷íßå óæîâåðłåíæòâîâàíŁÿ ìåòîäà ÝØºåðà.

























Òåì æàìßì äºÿ ðàæ÷åòà Łíòåªðàºà â ïðàâîØ ÷àæòŁ ðàâåíæòâà
(2.3) Łæïîºüçóåòæÿ ìåòîä òðàïåöŁØ. ˇðŁ ýòîì îäíî Łç îæíîâàíŁØ
òðàïåöŁŁ åæòü çíà÷åíŁå ïîäßíòåªðàºüíîØ ôóíŒöŁŁ íà ïðàâîì Œîíöå





-ªî, íàØäåííîå ìåòîäîì ÝØºåðà).
˜ºÿ òîªî ÷òîÆß Łíòåªðàº â ïðàâîØ ÷àæòŁ ðàâåíæòâà (2.3) âß-









]. ˜ºÿ ýòîªî íàØäåì










xx ii +=+ (2.7)
















Ìåòîä, ŁæïîºüçóþøŁØ àºªîðŁòì (2.7)(2.9), íàçßâàåòæÿ ìåòîäîì
æåðåäŁííßı òî÷åŒ.









 ìîæíî ïðŁÆºŁæåííî îöåíŁòü ìåòî-







 æ łàªîì h, çàòåì ïðîâîäÿò âß÷ŁæºåíŁÿ æ łà-







Æóäåò æîîòâåòæòâîâàòü äâà ïðŁÆºŁæåííßı çíà÷åíŁÿ ôóíŒöŁŁ: y
i
 
ïîºó÷åííîå ïðŁ ðàæ÷åòàı æ łàªîì h, Ł y
i
*, ïîºó÷åííîå ïðŁ ðàæ÷åòàı
æ łàªîì h/2. ˇðŁÆºŁæåíŁå y
i
* ÿâºÿåòæÿ Æîºåå òî÷íßì, åªî Ł æºåäó-
åò âçÿòü â Œà÷åæòâå îòâåòà. ˇîªðåłíîæòü ýòîªî ïðŁÆºŁæåíŁÿ, ò. å.
ðàçºŁ÷Łå ìåæäó y
i





* iiy yyR i −≈
(2.10)











äºÿ ìåòîäîâ òðàïåöŁØ Ł æåðåäŁííßı òî÷åŒ.
ˇðŁìåð 6. ¨æïîºüçóÿ ìåòîä ÝØºåðà Ł ìåòîä æåðåäŁííßı òî-
÷åŒ, íà îòðåçŒå [1; 1,2] íàØòŁ ÷Łæºåííîå ðåłåíŁå äŁôôåðåíöŁàºü-
íîªî óðàâíåíŁÿ
y′ = x2 + y2
óäîâºåòâîðÿþøåå íà÷àºüíîìó óæºîâŁþ y(1) = 1, Ł îöåíŁòü ïîªðåł-
íîæòü ðåłåíŁÿ ïðŁ x = 1,2.
— å ł å í Ł å
1. Ìåòîä ÝØºåðà



























 + h. (2.12)




 = 1, y
0
 = 1,




 Ł ò. ä. ÑîæòàâŁì òàÆºŁöó ïðŁÆºŁ-
æåííßı çíà÷åíŁØ ôóíŒöŁŁ (òàÆº. 9):








































21 iiii yxfhyy +=+
46 47
Ñíîâà ïðîâåäåì âß÷ŁæºåíŁÿ ïî ôîðìóºàì (2.12) Ł æîæòàâŁì
òàÆºŁöó.



























































 + h = 1,000 + 0,04 = 1,040.









 Ł ò. ä. ÑîæòàâŁì òàÆºŁöó ïðŁÆºŁæåííßı çíà÷å-
íŁØ ôóíŒöŁŁ.











































 = 1,5373. ´ Œà÷åæòâå îòâåòà âîçüìåì
Æîºåå òî÷íîå ïðŁÆºŁæåíŁå y
n* 
= 1,5373, æîîòâåòæòâóþøåå ìåíüłå-





=1,5168  1,5373= 0,021.
ˇîýòîìó
y(1,2) = 1,537, ∆ ≈ 0,021.
2. Ìåòîä æåðåäŁííßı òî÷åŒ























































i = 0, 1, 2, , 10.
Ñíîâà ïðîâåäåì âß÷ŁæºåíŁÿ Ł æîæòàâŁì òàÆºŁöó.
Ò à Æ º Ł ö à  12





 = 1,5595. ´ Œà÷åæòâå îòâåòà
âîçüìåì Æîºåå òî÷íîå ïðŁÆºŁæåíŁå y
n*
 = 1,5595, æîîòâåòæòâóþøåå
ìåíüłåìó łàªó. ˇîªðåłíîæòü åªî îöåíŁì ïî ôîðìóºå (2.11)
Ñºåäîâàòåºüíî,
y(1,2) = 1,5595, ∆ ≈ 0,0004.
ÑðàâíŁì ýòî çíà÷åíŁå æ ðåçóºüòàòîì, ïîºó÷åííßì ìåòîäîì ÝØºåðà:
y(1,2) = 1,537, ∆ ≈ 0,021.






































Óçºß ŒâàäðàòóðíîØ ôîðìóºß ×åÆßłåâà
































































x2 = x8 = 0,601019
x3 = x7 = 0,528762










































































































































































































˛ Œ î í ÷ à í Ł å  ò à Æ º.
Óçºß Ł ŒîýôôŁöŁåíòß ôîðìóºß ˆàóææà
(äºÿ ïðåäåºîâ Łíòåªðàºà a = 0, b = 1)
















































































ˇóæòü ϕ(h)  íåŒîòîðàÿ ôóíŒöŁÿ ïåðåìåííîØ h c Œîíå÷íîØ îÆºàæòüþ
îïðåäåºåíŁÿ Dϕ íà ïîºóîæŁ h > 0, ïðŁ÷åì h ∈ Dϕ ìîæåò ïðŁíŁìàòü æŒîºü
óªîäíî ìàºßå çíà÷åíŁÿ. Òîªäà, åæºŁ æóøåæòâóþò òàŒŁå ïîºîæŁòåºüíßå
÷Łæºà h
0





Ł ªîâîðÿò, ÷òî ϕ(h) åæòü O Æîºüłîå îò hk (ïðŁ h → 0).























































A2 = A5 = 0,18038079
A3 = A4 = 0,23395697



















A2 = A7 = 0,11119052
A3 = A6 = 0,15685332
A4 = A5 = 0,18134189
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